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PROFESSOR CURT MEYER ZUM TO-TEN GEBURTSTAG GEWIDMET 
Let K be an imaginary quadratic number field, K( 1) its Hilbert class field, and 
K(f) the ray class field module f over K, where f is an integral ideal in K. Using 
suitably normalized values of the Weierstrass q-function an explicit method is 
developed to construct a relative integral basis for K(f)/K( 1). (‘ 1990 Academic 
Press. Inc 
EINLEITUNG 
Sei K ein imaginlr-quadratischer Zahlkorper, und fur ein ganzes Ideal f 
sei K(f) der Strahlklassenkijrper modulo f iiber K sowie K( 1) der 
Hilbertsche Klassenkorper von K. In [6] wurden mit Hilfe normierter 
Teilwerte der Weierstragschen 9-Funktion von der Form 
5~K\f, e= 1, 2, 3, 
fiir alle Erweiterungen K(f )/K( 1) relative Ganzheitsbasen konstruiert. A ist 
dabei die Diskriminante aus der Theorie der Modulfunktionen und E eine 
geeignete Einheit mit s6 E K( 1). Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, die 
samtlichen Konjugierten von P(r 1 f) iiber K anzugeben. 
Hierzu ist es notig, die in der Definition von P auftretende Einheit E, die 
nur bis auf einen Einheitenfaktor aus dem Hilbertschen Klassenkbrper ein- 
deutig bestimmt ist, durch Konstruktion so festzulegen, da13 man sie samt 
ihren Konjugierten in geeigneter Weise beschreiben kann. Diese Konstruk- 
tion erfolgt gesttitzt auf die Satze 2, 3 und 4 der vorliegenden Arbeit und 
fiihrt in Satz 5 zu einer expliziten Formel fiir die Konjugierten von P(c 1 f). 
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Die anschliel3enden Satze 6 und 7 enthalten explizite Versionen des Haupt- 
idealsatzes, die man fur die Berechnung von Ganzheitsbasen gemaD den 
Satzen 7 und 8 in [6] benotigt. 
Zur Illustration sind am Ende der Arbeit einige Beispiele von relativen 
Ganzheitsbasen angegeben, die mit den Sltzen aus [6], gestiitzt auf den 
Satz 5 dieser Arbeit berechnet wurden. 
GRUNDLAGEN UND ERGEBNISSE 
Wir beniitigen zunlchst einige Dinge aus der komplexen Multiplikation 
[ 11. Im Folgenden sei 
K ein imaginar-quadratischer Zahlkiirper der Diskriminante 
d KT 
&$-die Ordnung zum Fiihrerfe N in K und 0 = 0i die Haupt- 
ordnung, 
1, die Gruppe der eigentlichen Ideale von 0,-, 
ar= a n C!+ das zu einem ganzen, zu f teilerfremden Ideal a 
von 0 gehijrige eigentliche Ideal von C+, 
Rf der Ringklassenkbrper modulo f iiber K, 
0: Zf + Gal( RJK) der kanonische Epimorphismus, 
K(f) der Strahlklassenkijrper modulo f iiber K mit einem 
ganzen Ideal f von K, 
a(c) der zu einem zu f primen Ideal c von K gehorige 
Artinautomorphismus von K(f)/K. (1) 
Die singularen Werte der absoluten Invarianten j und der Diskriminante d 
aus der Theorie der Modulfunktionen schreiben wir zweckm%igerweise in 
der Form 
j(a)=j 2 3 0 d(a)=d 2 , 0 (2) 
wobei a = [CC,, a*] := Za, + ha,, Im(a,/orz) > 0, ein eigentliches Ideal von 
0,. ist. Das Reziprozitatsgesetz fiir j und d lautet dann (vgl. [ 1, 31): 
KATZ 1. Fiir a, b E I,- gilt 
(1) j(a), &a)/&of) E Rf, 
(2) j(a)‘(“)=j(ab-I), (d(a)/d(Oy))“‘b’=d(abh’)/d(b-l). 
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Sei nun LY Basisquotient eines eigentlichen Ideals von CO,.. Dann geniigt a 
einer primitiven quadratischen Gleichung 
A.X’+B,X+C,=o; A,, B,, C, E Z; A.>O; 
ggWL, B,, C,) = 1 
(3) 
mit der Diskriminante 
D(a)=B;-4A.C,=f2d,. (4) 
Durch unimodulare Transformation von cx kann man dabei immer 
erreichen, dal3 folgende Normierungsbedingungen erfiillt sind: 
3JA und 3lB,, (5) 
VA, und a 
B E Omod4, falls 2 1 D(R), 
1 mod 4, falls 21 D(a). (6) 
Hiermit hat man fur die singularen Werte von y2 = 8 und yJ = dm 
die folgenden Sltze. 
SATZ 2. Im Fall 3 1 f 2d, oder f ‘d, = - 3 gilt fiir alle a, b E I, mit gem@ 
(5) normierten Basisquotienten CI, /3 
(1) Y2(@)? Y,(Bk~f~ 
(2) y2(a)c(ob-‘) = y2(b). 
SATZ 3. Im Fall 2 1 f 2d, oder f 2d, = - 4 gilt ftir alle a, b E I,. mit gamtiJ 
(6) normierten Basisquotienten a, fi 
(1) Y,(a), Y3(P) E RfY 
(2) y3(aFab-') = y3(B). 
SATZ 4. Seien p, 9 primitive, zu 6f teilerfremde ganze Ideale in K der 
Norm p bzw. q, fiir die such pq primitiv ist. Seien ferner a, b Ideale aus I, 
mit Basisquotienten a, fl, Im(a), Im(j?) > 0, so da@ alp, a/q, a/pq und b/p, 
b/q, BJpq Basisquotienten von aqf, aqf, apfqf und bq,, bq,, bn,,qf sind. Dann 
gilt 
(1) Die mit der n-Funktion gebildete Zahl 
E(a) := v(a/PMalq) 
v(a/pqMa) 
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ist eine Einheit, und es ist 
h(a) := (~,(ahda)) ((P~I)/2)((q~1)/2)E(a)ERf 
(2) h(a)“(ab-‘)= h(P). 
Wir benotigen den Satz 4 nur im Spezialfall f = 1 und wahlen p und q so, 
da13 sie den Bedingungen 
p, q prim zu 6, 
psq- -1 mod4, falls 2) dK und 3jd,, 
p=q--1mod3, falls 2 JdK und 3 1 d,, 
(7) 
p=q- -1 mod 12, falls 2 ( dK und 3 1 d, 
geniigen. Im Fall ggT(d,, 6) = 1 leistet zum Beispiel p = q = 0 das 
Verlangte, und im Fall ggT(d,, 6) # 1 wird (7) stets fur ein p = q mit 
P=PP, P#ii (8) 
erfiillt, sofern d,# -3, -4 ist. 
Sei nun a = [a,, CQ] E I, mit gemal. (5) und (6) normiertem Basis- 
quotienten ct = a,/cr,, Im(cr) > 0, wobei weiter noch 
alps& fur s, t = 0, 1 Basisquotienten von ap”q’ sein sollen. (9) 
Letzteres kann man wegen ggT(pq, 6) = 1 durch unimodulare Transforma- 
tion der Basis von a unter Beibehaltung von (5) und (6) stets erreichen. 
Wir setzen dann mit der obigen Bedeutung von p und q 
vl(a/Pq)rl(a) 
?(a/P)rl(alq)’ 
falls dK # - 3, -4, 
c(a) := 
1, falls dK= -3, -4, 
(10) 
und weiter wie in [6] fur 5 E K\a 
(11) 
mit 
i 
1 fur d,# -3, -4, 
e= 2 fur d,= -4, 
3 fur d,= -3, 
wobei zu beachten ist, da13 P(5 ( a) von der Wahl von p und q abhlngig ist. 
Fur 5 E K\ (0) sei o(<, a) der Nenner des Ideals ta-i. Man hat dann den 
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SATZ 5. Es gilt 
(1) P(Sla)EK(f) mit f=4L a). 
(2) Zst c ein games, zu f teilerfremdes Ideal und sind !I hzw. j3 gemi@ 
(5), (6) und (9) normierte Basisquotienten von a hzw. ac --’ mit Im(cr), 
Im(fl) > 0, so gilt fiir die mit c1 und fl gem&J (11) gebildeten Zahlen 
wobei o(c) den zu c gehijrigen Artinautomorphismus von K(f)/K bezeichnet. 
Bemerkungen. (1) Die genaue Analyse des Beweises ergibt, da13 man 
im Fall d, # - 3, -4 auf die Bedingung (5) bzw. (6) bzw. (5) und (6) 
verzichten kann, wenn p-q- - 1 mod 3 bzw. p =q= - 1 mod 4 bzw. 
p f q E - 1 mod 12 gilt. 
(2) Die numerische Berechnung der Konjugierten von P( { 1 a) wird 
wesentlich vereinfacht, wenn man beachtet, daB dies such die Konjugierten 
von P(i4 IO) = P(r) a)““’ sind, wobei c = ai ein ganzes, zu f teilerfremdes 
Ideal aus der Idealklasse von a ist. 
Fur die Berechnung von Ganzheitsbasen gemal Satz 8 in [6] benotigen 
wir fur ein Primideal q in K eine Zahl CO aus K( 1) mit w  % q. Fur 
Primideale der Hauptklasse ist die Konstruktion von o trivial, und fur die 
Primideale der anderen Idealklassen gewinnt man diese Zahl nebst ihren 
Konjugierten aus 
SATZ 6. Sei p ein Primideal l-ten Grades in K der Norm p16f2d,, 
a, b E I,- mit Basisquotienten CC, /?, Im(a), Im(P) >O, so daj? a/p2 und p/p’ 
Basisquotienten zu ap: und bpj sind. Dunn gilt 
(1) k(a) := rlW~~)lnW E RI., 
(2) k(*)=:> 
(3) k(a)““+ I’= k(p). 
Eine andere explizite Version des Hauptidealsatzes ist enthalten in 
SATZ 7. Sei p ein Primideal in K und 6 E 0 mit o(6 - <, p) = o(6, p) = p 
,fiir alle Einheitswurzeln [ in K. Dann gilt ftir die Relativnorm 
( 1 NIiCp)lK(l) P(Qp)-P(l(p) > !z p. 
Bemerkung. Eine Zahl 6 mit den in Satz 7 geforderten Eigenschaften 
existiert z.B. als erzeugendes Element der primen Restklassengruppe 
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modulo p genau dann, wenn die Norm von p griiber als 3 im Fall dK # - 3, 
-4 und griiI3er als 7 bzw. 5 in den Fallen d, = - 3 bzw. d, = - 4 ist. 
BEWEISE DER SATZE 2-7 
ZU Sutz 2. Detinitionsgemlg ist 
g&) 
h(‘) = l2 (2n)“v(z)8’ (12) 
wobei g, die in der Differentialgleichung der Weierstragschen 8-Funktion 
auftetende Eisensteinsche Reihe und 9 die q-Funktion bedeuten. 
Fur M = (f :) E X,(Z) hat man die Transformationsformel 
r(Mz) = 4w Jcz + d v(z), (13) 
wobei die Wurzel mit positivem Reaiteil zu nehmen ist. s(M) ist eine 24-ste 
Einheitwurzel, und normiert man M durch 
c20 und d>O, falls c = 0, (14) 
so ergibt sich leicht aus [4] die explizite Formel 
&t”)= t 124 
0 
ub + c(d( I - 02) - a) + 3(rr - 1 )c, + /.(3/2)@ - 1) 
mit [24 = exp(2rC/24). Hierin ist c1 = II = 1 im Fall c = 0, und im Fall c # 0 
erhllt man c, und i aus der Zerlegung c = 2%,, c, = 1 mod 2. (a/c,) 
bedeutet das Legendresymbol. 
Aus (12), (13) und (15) ergibt sich dann, da13 die Funktion y,(z/3) bei 
unimodularen Substitutionen M aus 
invariant ist. Da der zu r’(9) gehorige Funktionenkorper bekanntlich 
durch j(z) und j(z/9) erzeugt wird, erhilt man daraus 
(17) 
mit einer rationalen Funktion R, deren Koeffrzienten rational sind, weil 
y,(z/3), j(z) und j(z/9) eine rationale q-Entwicklung haben. 
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Da y,(:/3) in der oberen Halbebene holomorph ist, hat der Nenner der 
rationalen Funktion die Produktdarstellung 
in der S ein Vertretersystem von zu (A t) inaquivalenten primitiven 
Matrizen der Determinante 9 durchlauft (vgl. [ 1 ] ). Ein solches System ist 
LB. gegeben durch 
(; ;),(; :‘),(A y), p=1,2,3,4. (19) 
Sei nun c1 ein gemal (5) normierter Basisquotient von a E I,. Dann gilt (17) 
such fiir den Funktionswert an der Stelle z = 3a, sofern der Nenner der 
rationalen Funktion hier kein Nullstelle hat. Hierzu hat man im Hinblick 
auf (18) zu zeigen, dab 3a/9 = a/3 zu allen S(3a) mit S au (19) unimodular 
inaquivalent ist. Man findet unter Beachtung von (5) 
D( a/3 ), falls 3 prim in K 
4 D( LX/~), falls 3 zerlegt in 
Somit kann S(3a) hochstens im Fall “3 prim in K und S = (A $‘)” zu c1/3 
aquivalent sein. Dal3 such dies nicht der Fall ist, ergibt sich aus [l], Seite 
21 unten, wonach a/3 im Fall f2dK # -4 zu (c( + 1)/3 inaquivalent ist. Im 
Fall f ‘d, # -4 gilt (17) somit such fiir den Funktionswert an der Stelle 
z = 3a: 
Hiernach ist zunachst y*(tl) E R, wegen D(3a) = D(c(/3) = 32D(a), und da 
im vorliegenden Fall (Rjf: Rf) nicht durch 3 teilbar ist, folgt sogar 
y2(a) E 4. (22) 
Fur den Beweis der zweiten Behauptung geniigt es, wenn wir nur den Fall 
a = ~5~ betrachten und voraussetzen, da13 I%~,= [a, l] ist. Urn nun mittels 
(21) das Bild von y2(a) unter o(b ~ ’ ) zu berechnen, beniitigen wir eine 
Fortsetung von o(bh’) auf R,. Wie aus [7] hervorgeht, ist eine solche 
gegeben durch 
a(C3B, llr’). (23) 
MI 34 I-4 
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Unter Beachtung von (5) tindet man nun 
C3& 11 C3B, II= C3B, 1 I, ca, 31C3P, fl= CP, 31. (24) 
somit folgt aus (21) und Satz 1 
(25) 
und Satz 2 ist im Fall f ‘dK # -4 bewiesen. 
Im Fall f 2d, = -4 schliel3en wir anders. Hier geniigt es, den Fall 
c1= J-1 zu betrachten, und weil K die Klassenzahl Eins hat, ist /I = Ma 
mit ME S&(Z). Aus der Normierung (5) fiir fl erhalt man dann 
Kongruenzen modulo 3 fiir die Koeflizienten von M, aus denen 
y2(a) = y,(/?) mit Riicksicht auf die Transformationsformel (13) und (15) 
geschlossen werden kann. Wegen y2(a) = 12 ist damit Satz 2 such im Fall 
f ‘dK = - 4 beweisen. 
Zu Satz 3. Der Beweis verlluft vijllig analog zum Beweis von Satz 2, 
wobei hier die Falle f’d, = - 3, -7, - 15 gesondert betrachtet werden 
miissen. 
Zu Satz 4. Wir betrachten die Funktion 
h(z) := (Y,(Z)Y&)) ((p-1)/2)((4-1)/2) Qw~)tl(z~q) 
ut(z/PqMz) 
(26) 
und findet, gestiitzt auf (15) fur M = (F 5;) E X,(Z) mit pq I b die Transfor- 
mationsformel 
,(,)=~",'"/P""P"- l)(CP- 1)/2)((4- "/2'h(z), c6=exp($). (27) 
Der bei l6 auftretende Exponent ist wegen ggT(pq, 6) = 1 stets durch 6 
teilbar. Folglich ist h bei unimodularen Substitutionen aus 
L (28) 
invariant. Da der zu r'(pq) gehiirige Funktionenkorper durch j(z) und 
d( &)/A( 4) erzeugt wird, erhllt man daraus wie beim Beweis von Satz 2 
eine Darstellung der Form 
h(z)=R(j(z),$f$) (29) 
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mit einer rationalen Funktion R, die rationale Koeffizienten hat. Der 
Nenner der rationalen Funktion hat die Produktdarstellung 
(301 
in der S ein Vertretersystem von zu (A ,“,) iniquivalenten primitiven 
Matrizen der Determinante pq durchlauft (vgl. [ 1 I). (29) gilt such fur den 
Funktionswert an der Stelle z = ~1, sofern der Nenner hier keine Nullstelle 
hat. Letzteres folgt aber aus (30) unter Beachtung der in [ 1 ] bestimmten 
Faktorisierung der d-Quotienten, wonach 
(P4) 
12a -112 
d(;) x(w) 
A(S(“;)) 
(P4V2 ~ A(a) 54 m)‘2 fur S?c 
1 
(31) 
gilt. Aus (29) und Satz 1 folgt nun sofort 
her, und h(a) ~W’L@). (32) 
Bemerkung. Die Schlubweise im Beweis von Satz 4 liefert ahnliche 
Resultate such unter der schwacheren Voraussetzung ggT(pq,f) = 1, wobei 
dann ggT(pq, 6) # 1 mtiglich ist. So ist zum Beispiel die Aussage von Satz 4 
such im Fall p = q = 3 richtig, wenn man noch zudtzlich voraussetzt, daB 
a/p3, B/p3 Basisquotienten von ap; bzw. bpj sind. Dasselbe gilt im Fall 
p = q = 2, wenn man auDerdem noch E(a) und h(a) durch 
ersetzt. Im Fall p = 2, q = 3 mul3 man E(a) und h(a) durch 
und h(a) = &ah2(a)y3(a) (34) 
ersetzen und verlangen, da13 a/36, p/36 Basisquotienten von ap:q: bzw. 
bp: p; sind. 
In einigen Fallen kann man diese Bildungen such zur Konstruktion von 
z(a) in (11) benutzen. Dies gilt zum Beispiel fur p = q = 3 im Fall “2 
verzweigt und 3 zerlegt” und fur p = q = 2 im Fall “3 verzweigt und 2 
zerlegt”. Hierbei ist allerdings der Exponent 4 bei @a) aus numerischer 
Sicht storend. 
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ZU Sutz 5. Bezeichnet r, die zur Ordnung mit 2e Einheitswurzeln 
gehorige Webersche t-Funktion (vgl. [ 1 I), so hat man analog zu (21) in 
[6] die Beziehung 
(35) 
mit 
falls dK# - 3, -4, 
falls d, = - 4, 
falls d, = - 3. 
Aufgrund der Voraussetzungen iiber CI und /I folgt nun aus den Satzen 2, 3 
und 4 
G(a), G(P) E KC 1) und G(a) u(c) = G(P). (36) 
Da aul3erdem nach [l] r,(t) a) in K(f) liegt und te(< I a)O(‘) = r,(< (ac-‘) 
gilt, erhllt man dann aus (36) die Behauptungen von Satz 5. 
ZU Satz 6. Wegen p # 2, 3 ist p2 = 1 mod 24, und aus der Transforma- 
tionsformel (13) und (15) fiir q folgt hiernach, da13 
(37) 
unter allen Transformationen aus r’(p’) invariant ist. Daraus erhalt man 
wie beim Beweis von Satz 4 die erste und dritte Aussage von Satz 6. Die 
zweite Aussage ist in [l] enthalten. 
ZU Sutz 7. Der Beweis ist eine unmittelbare Folgerung aus der Formel 
(12) in [6], wobei die Gradformel ( 15) und der Satz 3 in [6] zu beachten 
ist. 
BEISPIELE 
Im Folgenden bezeichne dK die Diskriminante von K, OK(t) die Haupt- 
ordunung von K(f), sowie 8 eine Nullstelle der jeweils angegebenen 
irreduziblen Gleichung. Besonders zu beachten ist dabei das Beispiel (13), 
wo in einem durch die Sltze aus [6] nicht erfagten Fall eine 
Potenzganzheitsbasis angegeben wird. 
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(1) dK= -3, f=V+J-a (K(f): K(1)) = 3, 
~%,f,=c”K,I,c@I 
x3+9+,/-x*+1-5J= 
2 2 
X-l 
(2) d,= -3, f = (3 ,/-3), (K(f): KC1 1) = 3, 
,/-3 X3+2&?X2+3GT 
(3) d,= -4, f = (1 + i)(3 + 2i), k&-T, (K(f):K(1))=3, 
%ff) = G,,,C@l 
X3-(2-4i)X2-(4+i)X-1 
(4) d,= -4, f=(l +6i), (K(f): Ml)) = 9, 
= [C’ ~~~~+C’~~,~(l +6i)O+ ... +c&,,(l +6i)Os 
X9 - (3 - 8i)Xs- (31 -4i)X’- (43 + 50i)X6 + (31- 83i)X’ 
1 -6i 
+ (75 - 5i)X4 + (17 + 36i)X3 - (9 - 9i)X2 - (2 + i)X+ - 
37 
(5) d,= -7, 
7+&Y 
t=(- 2 ), W(f):&1))=3 
0 K(f) = %I,E@I 
x3+1-F7x2~1+c7x-1 
2 2 
(6) d,= -7, f = (J-3, (K(f): K(l)) = 3 
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(7) dK= -20, f=flC3,1+,/-5], W(f): K(l))=4 
0 K(f) = co,,,,C@l 
X”+f(l+3$+3~-&i)X3 
+(Js+J-5+7JqxZ 
+&3-3fi+3Jz+7JF)X-g3+$) 
(8) d,= -20, f = (4), w(f):a1))=4 
0 -0 
1 
K(f)- K(l) [I 0 
=oK(,,+~~(,)aQ+ ... +ofql)aQ3, cc=l+&i 
X4+(3+fi+J--5+fl)X3+(3+6fi)X2 
+(-5-2fi+fl+2&-l)X 
-$(2+Js+Jz+2Ji) 
(9) d,= -24, f=(-2+Jq, (K(f):K(1))=2 
&c(f) = co,,I,c@l 
X’+&/&/z-2J--5)X 
-#+fi+J-6+&3) 
(10) d,= -24, f = (3)T W(f): K(1)) = 3 
0 
1 
K(f) = owl 0 [I 
=~~(1,+c)K(1)jrI-5Q+~~(I)~Q2 
X”+;(6+3&+2fl)X’ 
+;(4+3&3&&4fl)X-&3+2$) 
J= 
(11) dK= -163, f = (2), W(f): K(1)) = 3 
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(12) d,= - 163, f = (3)? (K(f): Ml))=4 
I~~,~,=I’,,~,,+~~,,,30+co,,,,302+o,,,,303 
X4+23+23~29X2-7~11~19~127&ii%X 
- i. 24 52 .232.292 
(13) d,= -19, f = iJ=,, (K(f): K(1)) = 9 
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